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Zbiory borelowskie. Miary
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Def. Topologi¡ na X nazywamy rodzin¦ O podzbiorów X tak¡, »e

T1 ∅, X ∈ O (zawiera zbiór pusty i caª¡ przestrze«)

T2 U,V ∈ O =⇒ U ∩ V ∈ O (zamkni¦ta na sko«czone przekroje)

T3 {Ui}i∈I ⊆ O =⇒
⋃

i∈I Ui (zamkni¦ta na dowolne sumy)

Par¦ (X ,O) nazywamy przestrzeni¡ topologiczn¡, a elementy O
nazywamy zbiorami otwartymi w tej przestrzeni.

Uw. Topologia nie jest (zazwyczaj) zamkni¦ta na dopeªnienia

(dopeªnienie zbioru otwartego nazywamy zbiorem domkni¦tym)

Prz. W przestrzeni metrycznej (X , d) topologi¡ jest

O := {U ⊆ X : U jest sum¡ kul otwartych}, x r

kul¡ otwart¡ o ±rodku w x ∈ X i promieniu r > 0

nazywamy zbiór K (x , r) := {y ∈ X : d(x , y) < r}

Uw. Gªównie b¦dziemy rozwa»a¢ X = Rn z topologi¡ euklidesow¡, tzn.

zadan¡ przez metryk¦ euklidesow¡ d(x , y) =
√∑n

i=1
(xi − yi )2.
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Def. Elementy σ-algebry B(X ) := σ(O) generowanej przez zbiory

otwarte nazywamy zbiorami borelowskimi w przestrzeni (X ,O).

Borel

�zbiór borelowski, to taki, który mo»na uzyska¢ ze zbiorów otwartych

za pomoc¡ przeliczalnych sum, przekrojów, b¡d¹ ró»nic i dopeªnie«�

Prz. Zbiory {a}, [a, b), Q, R \Q, s¡ borelowskie na prostej R
{a} =

⋂∞
n=1(a− 1

n , a+
1
n ), [a, b) = (a, b) ∪ {a}, Q =

⋃
a∈Q{a}

Uw. Mo»na wykaza¢, »e w Rn istniej¡ zbiory nieborelowskie, ale �nie

mo»na ich zobaczy¢� (dowód korzysta z pewnika wyboru)

Stw. B(X ) = σ(D), gdzie D jest rodzin¡ zbiorów domkni¦tych w X

Dowód: Przypomnijmy, »e A ∈ D ⇐⇒ A′ ∈ O. Zatem

A ∈ D =⇒ A′ ∈ O =⇒ A′ ∈ σ(O) A=(A′)′
=⇒ A ∈ σ(O).

Czyli D ⊆ σ(O), sk¡d σ(D) ⊆ σ(O). Analogicznie

U ∈ O =⇒ U ′ ∈ D =⇒ U ′ ∈ σ(D) U=(U′)′
=⇒ U ∈ σ(D).

Czyli O ⊆ σ(D), sk¡d σ(O) ⊆ σ(D). Zatem B(X ) = σ(O) = σ(D)� 3 / 7



Prostopadªo±ciany jako generatory B(Rn)

Rozwa»my rodzin¦ n-wymiarowych prostopadªo±cianów póªotwartych

P := {[a1, b1)× [a2, b2)× · · · × [an, bn) : ai , bi ∈ R}

n = 1 n = 2 n = 3

Oraz ich wersj¦ o wierzchoªkach o wspóªrz¦dnych wymiernych

Pw := {[a1, b1)× [a2, b2)× · · · × [an, bn) : ai , bi ∈ Q} rodzina

przeliczalna

Tw. B(Rn) = σ(P) = σ(Pw ).

Dowód: [a1, b1)× ...× [an, bn) =
∞⋂
n=1

(a1 − 1
n , b1)× ...× (an − 1

n , bn)

Zatem P ⊆ B(Rn) i skoro Pw ⊆ P, to σ(Pw ) ⊆ σ(P) ⊆ B(Rn). Czyli
wystarczy pokaza¢, »e O ⊆ σ(Pw ), bo wtedy B(Rn) ⊆ σ(Pw ).
Niech zatem U ∈ O. Poka»emy, »e U =

⋃
P∈Pw
P⊆U

P zbiór otwarty jest
przeliczaln¡ sum¡
prostopadªo±cianów

∈ σ(Pw )
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Inkluzja
⋃

P∈Pw
P⊆U

P ⊆ U jest oczywista. Aby wykaza¢ inkluzj¦ przeciwn¡:

We¹my x ∈ U. Skoro U otwarty to ∃r>0 K (x , r) ⊆ U. W kul¦ zawsze

mo»emy wpisa¢ prostopadªo±cian.

UU

x

U

x
r

U

x
r

U

x
r

a

Dokªadniej, dla ε±1 , ..., ε
±
n < r√

n

P := [x1 − ε−1 , x1 + ε+1 )× · · · × [xn − ε−n , xn + ε+n ) ⊆ K (x , r)

Mo»emy dobra¢ ε±i tak, aby P ∈ Pw . Skoro
x ∈ P ⊆ K (x , r) ⊆ U,

to x ∈
⋃

P∈Pw
P⊆U

P . Czyli U ⊆
⋃

P∈Pw
P⊆U

P .

Zatem U =
⋃

P∈Pw
P⊆U

P . St¡d O ⊆ σ(Pw ). �

Uw. Z dowodu wida¢, »e teza twierdzenia pozostaje prawdziwa je±li

prostopadªo±ciany póªotwarte zast¡pimy

otwartymi lub domkni¦tymi
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Miara={dªugo±¢, obj¦to±¢, waga, prawdopodobie«stwo, moc zbioru, ...}

= + + + + +︸ ︷︷ ︸
miara

miara miara miara miara miara miara

addytywno±¢

Oznaczenie: A t B = A ∪ B oraz A ∩ B = ∅ suma

rozª¡czna
∞⊔
n=1

An =
∞⋃
n=1

An oraz Ai ∩ Aj = ∅ dla i 6= j

Def. Miar¡ na przestrzeni mierzalnej (X ,F) nazywamy funkcj¦

µ : F → [0,+∞] tak¡, »e µ(∅) = 0 oraz( {An}∞n=1 ⊆ F
parami rozª¡czne

)
=⇒ µ(

∞⊔
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An) σ-addytywno±¢

Trójk¦ (X ,F , µ) nazywamy przestrzeni¡ z miar¡, a warto±¢ µ(A)
miar¡ zbioru A ∈ F w tej przestrzeni.

Uw. Je±li µ 6≡ ∞ to σ-addytywno±¢ implikuje µ(∅) = 0.

Uw. Miara unormowana (tzn. µ(X ) = 1) ≡ prawdopodobie«stwo
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Stw. (Podstawowe wªasno±ci miary)

Niech (X ,F , µ) przestrze« z miar¡ oraz A,B ∈ F . Wtedy

1 A ∩ B = ∅ =⇒ µ(A t B) = µ(A) + µ(B) (sko«czona addytywno±¢)

2 A ⊆ B =⇒ µ(A) ¬ µ(B) (monotoniczno±¢)

3 µ(B \ A) = µ(B)− µ(A ∩ B), o ile µ(A ∩ B) <∞ (miara ró»nicy)

4 µ(A ∪ B) + µ(A ∩ B) = µ(A) + µ(B), (zasada wª¡cze« i wyª¡cze«)

5 µ(A ∪ B) ¬ µ(A) + µ(B) (sko«czona podaddytywno±¢)

Dowód: (1) Kªad¡c A1 := A, A2 = B oraz An = ∅ dla n > 2. Mamy

µ(A t B) = µ(
∞⊔
n=1

An)
σ-addytywno±¢

=
∞∑
n=1

µ(An)
µ(∅)=0
= µ(A) + µ(B).

(2) A ⊆ B =⇒ B = A t (B \ A) (1)
=⇒ µ(B) = µ(A) + µ(B \ A)  µ(A)

(3) B = (B \ A) t (A ∩ B)
(1)
=⇒ µ(B) = µ(B \ A) + µ(A ∩ B)

(4) St¡d, »e A ∪ B = A t (B \ A) oraz (B \ A) t (A ∩ B) = B mamy

µ(A ∪ B) + µ(A ∩ B)
(1)
= µ(A) + µ(B \ A) + µ(A ∩ B)

(1)
= µ(A) + µ(B)

(5) Wynika natychmiast z (4). �
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